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90Aالشاٍیِ   در هثلث قبئن abcِی  ًقطD  ًیوسبسهحل بزخَرد   ِ ِ  BCبیب لیلغ    Aی  داخلی  ساٍیی ی  ٍ ًقطی

a
I   هزکیش

است. ) Aی  ی هحبط  خبرج  ًظیز ساٍیِ دایزُ
a
I سٍایبی خبرج   ًیوسبسّبیهحل بزخَردB  ٍC :است( ثببت کٌیذ  

a

AD

DI
2 1
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fفییزک کٌیییذ  : [ , fدارای ایییي خبتیییت اسییت کییِ  0( x x( ) 3  ٍf x x( ) اًییذ. ًطییبى دّیییذ  تییَابؼ  تییؼَدی 3

f x x x( ) xرا تؼَدی گَیین ّزگبُ اگز  gًیش تؼَدی است. )تببغ  2 y ُآًگبg x g y( ) ( ).) 
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کٌٌذ. ّز جبدُ  ضْز را بِ یکذیگز هتصل ه  122ّب  ضزکت خصَت  ٍاگذار کزدُ است. ایي جبدُ 02جبدُ را بِ  2422ٍسارت راُ هزهت 

 ّبی   جبدُ اس بیي آى 32ی هزهت  فِییداًین ّز ضزکت ٍظ بیي دٍ ضْز است ٍ بیي ّز دٍ ضْز حذاکثز یک جبدُ کطیذُ ضذُ است. ه 

 ضزکت در آى ًوبیٌذگ  دارًذ. 0ًوبیٌذگ  دارد را بِ ػْذُ گزفتِ است. ًطبى دّیذ ضْزی ٍجَد دارد کِ حذاقل کِ در ّز دٍ سزش 
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fی تَابغ  ّوِ mطبیؼ ،  m  ٍnرا بیببیذ کِ بزای ّز  : n  بزf m f n( ) (  پذیز ببضذ. بخص (
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قطیغ   D  ٍMرا بیِ تزتیید در    ABCی هحیطی  هثلیث    ٍ داییزُ  BC، لیلغ   ABCاس هثلیث   Aی  داخل  ساٍیِ ًیوسبس
 ی ساٍیِ ADیذ خط ٌیت کیثبب قطغ کزدُ است. X  ٍYرا در  MBٍ ضؼبع  Mی بِ هزکش  دایزُ Dی  خط  گذرًذُ اس ًقطِکٌذ.  ه 
XAY  کٌذ. را ًصف ه 
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mی توسبح در جذٍل  هْزُ m n( سیطزش را   ّبی هجبٍر ّن طَر خبًِ خَدش ٍ ّویي ستَى ّنّبی  ی خبًِ تَاًذ ّوِ ه  4(

 کن تَسط یک توسبح تْذیذ ضَد؟  ی دست ی توسبح لاسم است در جذٍل گذاضتِ ضَد تب ّز خبًِ تْذیذ کٌذ. حذاقل چِ تؼذاد هْزُ
 ّب ببیذ ػوَدی ببضٌذ.( )تَجِ کٌیذ کِ توسبح
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BIی  سبس ساٍیِ ًینB  ،دارین: ًیوسبسّبی  قضیِ بز بٌباست 

a

a

I DDI BD DI

IA AB IA I A
,  

 دارین:  درًتیجِ

a

a a

I AAB AD

BD I D I D
1 

بٌببزایي کبف  است ًطبى دّین 
BD

AB

2
2

 دارین،  

BH BD

AB AB
sin( )0

2
45

2
 

 ضَد. تز ًیست، بٌببزایي حکن ثببت ه  بیص BDببضذ ٍ در ًتیجِ طَل آى اس طَل  ه  ADبز  Bپبی ػوَد ٍارد اس  Hکِ در آى 
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xفزک کٌیذ  y ببیذ ًطبى دّین ،f x x x f y y y( ) ( )2  ی دارین: بز فزلیبت هسئلِ . بٌب2

f x x f y y( ) ( )3 3 ٍf x x f y y( ) ( )3 3 

 پس 

f y f x y x f y f x y x( ) ( ) , ( ) ( ) 3 33 3 

fحبل اگز ًطبى دّین  y f x y y x x( ) ( ) 2 yضَد. بزای ایي کبر کبف  است ًطبى دّین ، حکن ثببت ه 2 y x x2 2 

yاس حذاقل یک  اس دٍ ػببرت x3 3  ٍy x3  ایي تَرت تز یب هسبٍی است، فزک کٌیذ هطلد اخیز درست ًببضذ، در کَچک 3

y y x x y x y y x x y x,2 2 2 2 3 33 3 

 پس 

y x y x y x y x y x y x y xy x( )( ) ( ) , ( )( ) ( )( )21 3 1 

yکِ بب تَجِ بِ هثبت بَدى  x :دارین 

x y y x y xy x, 3 21 3 1 

Sاگز بگیزین  x y  ٍP xy آیٌذ: ، ًتبیج ببلا بِ ضکل سیز دره 

S S S P, 22 1  

 تَاى دیذ کِ  اس طزف  بب استفبدُ اس ًبهسبٍی حسبب  ٌّذس  ه 
S

P
2

4
 ، بب استفبدُ اس ایي رابطِ ٍ دٍ رابطِ ببلا دارین:

S
S S P S

2
21 1

4
 

S درًتیجِ S23 4 4 S کِ ایيکِ ایي هطلد بب تَجِ بِ  0 yدّیذ   ببضذ. تٌبقض حبتل ًطبى ه  غلط ه  2 y x x2 2 

yاس حذاقل یک  اس دٍ ػببرت  x3 yٍ یب  3 x3  کٌذ. کوتز یب هسبٍی است ٍ ایي هطلد حکن را ثببت ه  2
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ّیبی  کیِ در ّیز دٍ     جبدُ اس بییي آى  32ی هزهت  ّز ضزکت ٍظیفِ»ی ببیذ یک تصحیح بِ ایي ضکل اًجبم ضَد کِ  در تَرت هسئلِ

 آًگبٌُذگ  دارد، بییضْز ًو nپزداسین. اگز فزک کٌین یک ضزکت در  ی ه  حبل بِ حل هسئلِ« سزش ًوبیٌذگ  را بِ ػْذُ گزفتِ است.

حذاکثز 
n

2
تَاًذ هزهت کٌذ. بٌببزایي ببیذ داضتِ ببضین،  جبدُ را ه  

n
30

2
nدّیذ   ، کِ ایي رابطِ ًطبى ه  ، یؼٌی  ّیز ضیزکت    9

 ضْز ًوبیٌذگ  دارد. 9حذاقل در 

720بٌببزایي حذاقل  80 ًوبیٌذگ  در ضْزّب ٍجَد دارد، پس ضْزی ٍجَد دارد کِ در آى حذاقل  9
720

8
100

 ًوبیٌذگ  ٍجَد دارد. 
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mاگز قزار دّین  n دارین ،f n n( ) |2 fپس 2 n n( ) fببییذ  nبِ اسای ّز ػیذد طبیؼی     درًتیجِ. | n n( . حیبل فیزک   (

Pذد اٍل یبّ  است پس ػٌذاد اٍل ًبهتیَرت چَى تؼذاد اػیببضذ، در ایي ت دلخَاّ ػذد طبیؼ   mکٌیذ m ٍِجَد دارد، حبل ب 

Pدر رابطِ اتل  nجبی  m  دّین. در ایي تَرت دارین: را قزار ه 

f m f P m P f m f P m P( ) ( ) | ( ) ( )  
fاهب چَى  m m( )  ٍf P m P m( )     ِ ی بیبلا در ّیز دٍ ًبهسیبٍی اخییز تسیبٍی بزقیزار اسیت. پیس          پس بیب تَجیِ بیِ رابطی

f m m(  تببغ ّوبً  است. هَردًظزدّذ کِ تٌْب تببغ  بزای ّز ػذد طبیؼ  بزقزار است. ایي هطلد ًطبى ه  (
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 MBسبس است، پس دٍ کوبى  ًین ADی قزار دارًذ. )تَجِ کٌیذ کِ چَى  رٍی یک دایزُ B ،C ،X  ٍYی  ی چْبر ًقطِ در هسئلِ

 ٍMC  ُی هحیط  بب ّن بزابز ّستٌذ، در ًتیجِ  رٍی دایزMB MCُزکش هی بِ  . پس دایزM  ضؼبع ٍMB  اسC   گذرد.( ّن ه 

 پس دارین:

BD DC DX DY  
 ی هحیط  قزار دارًذ.  پس ًیش رٍی دایزُ A ،B ،C   ٍMی  اس طزف  چْبر ًقطِ

AD DM BD DC 
 بب استفبدُ اس رٍابط فَق دارین:

AD DM DX DY 

 
 

YXMهحبط  است، در ًتیجِ  AXMYپس چْبرللؼ   YAM ،XYM XAM  ٍ اییي بب تَجِ بِ رٍابط اخیز  ِ  کی

YAMارین گذرد.( د ه  X  ٍYای است کِ اس  هزکش دایزُ Mالسبقیي است ) هتسبٍی XYMهثلث  MAX   کِ ّوبى حکین

 ببضذ. ی ه  هسئلِ
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ضیَد. ًطیبى    ی تْذیذ هی   توسبح توبم تفحِ nضًَذ، یؼٌ  بب  ّب تْذیذ ه  ی توسبح قزار دّین توبم خبًِ اگز در ّز ستَى یک هْزُ

aپذیز ًیست. فزک کٌیذ بح اهکبىسیتو nتز اس  دّین کِ ایي کبر بب کن ه  i n( )1    امiّب در ستَى  تؼذاد توسبح ی دٌّذُ ًطبى  1

... i1 ،i2ٍّبی  ّب در ستَى اگز تؼذاد هْزُ ببضذ.
k
i :تفز ببضذ، ببیذ داضتِ ببضین 
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k k

i i

i i

i i i i

i i

m

m

m m

m

.

.

.

1 1

2 2

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

 

 

ّبی ایي ستَى ببیذ تْذیذ ضَد، ببیذ در دٍ ستَى  اس خبًِ ّزکذامّب تفز ببضذ چَى  دلیل ایي هطلد ایي است کِ اگز در یک ستَى تؼذاد هْزُ

ِ    توسبح ٍجَد داضتِ ببضذ. )اگز ستَى اٍل ٍ یب آخز هْزُ mهجبٍر آى حذاقل  ی  ی ًذاضتِ ببضذ تٌْب یک ستَى هجیبٍر دارد ٍ ببییذ در ّوی

است. پس  mkتز یب هسبٍی  ّب بشرگ ی آى ضَد جوغ ّوِ ّب را جوغ کٌین، ًتیجِ ه  ی ایي ًبهسبٍی ّبی آى ستَى توسبح ببضذ.( اگز ّوِ خبًِ

 سیز بزقزار است:ّبی  حذاقل یک  اس ًبهسبٍی

j j

k k

i i
j j

mk mk
, 1

1 1

1
2 2

 

 

ٍ یب   0)هٌظَر اس 
n  در تَرت ًیبس تفز است.(1

تب اس  kبٌببزایي 
i

تز یب هسبٍی  ّب بشرگ ّب هَجَد ّستٌذ کِ هجوَع آى
mk

2
ّیبیص   است. )تَجِ کٌیذ کِ اگز ستَى اٍل یب آخز تؼذاد هْزُ 

kکِ  استهوکي  آًگبُتفز ببضذ،  تب اس  1
i

تز یب هسبٍی  بشرگ هجوَػطبىّب 
mk

2
 ببضذ کِ ایي هطلد در تخویي هب بْتز خَاّذ بَد.( 

حبل در ػببرت 
n

ii 1
جولِ دیگز حذاقل  kٍ هجوَع حذاکثز  استجولِ بزابز تفز  kّب است،  دٌّذُ تؼذاد هْزُ کِ ًطبى

mk

2
است ٍ  

n k2ِحذاقل یک ّستٌذ. پس ّزکذامی دیگز ّن  جول 
n

i
j

mk
n k( )

1

2
2

 

mچَى  ، دارین  4
mk

k2
2

 پس

mk
n k n( )2

2
 

 کٌذ. دارین ٍ ایي هطلد اثببت را توبم ه توسبح ًیبس mبٌببزایي حذاقل بِ 

 

 

 


